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1.

Introduction aux nombres complexes
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zZx+iy| [zeC @3)
|i|=1 (4)
X=Rez , iy=Imz 5)
r=|z| € Jx*+y? ©)
agzZ0+2kn , keZ 7
0 = Arctan (Xj ®)
.
Z=1 (cos 6 +isin 6) ©)
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2. Formules d'Euler

e'® — cos 0 +isin 0

e 19 _cos0—isin®

et:

sin 6 = -
21
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(10)

(11)

(12)

(13)

Avec (9), un nombre complexe z peut s'écrire indifféremment sous les différentes formes :

Z=x+iy=r(cos0+isin6)=re'®

3. Addition des nombres complexes

z,=a+ibe z,=c+id

z=2,+2z, = |z=(a+c)+i(b + d)

Plan complexe

T A

id

(14)

(15)

(16)

Figure 2

ol cC a (a+c)
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u,veC [/ |u|=|v|=1

ut+v=e'®4ele
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17)
(18)

(19)

(20)

_ 0 _ :
1+e'0 =2003(gje| 2 et |1-e'9=2] sin(gjel

(21)

4, Produits des nombres complexes

z,=a+ibe z,=c+id

z=12,12,

= |z=ac—-bd+i(bc+ad)

Figure 3

(22)

(23)
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z=12,7,=|z)||z, (cos(el+ 0,)+isin(6,+ 62)) (24)
2=2,7,=|z2,|z,| o' (0102 (25)
|z|= ‘2122‘ = ‘zl‘ ‘22‘ (26)
0=arg(z,z,)=arg(z,)+arg (z,)=0,+0, (27)

5. Puissances entieres d'un nombre complexe - Formule de Moivre
neZ = (28)

z" =[r(cosO+isin®)]"=r"(cosn®+isinng)=r" el"0 (29

(cos®+isin®)" =cosn6+isinno (30)
|

avec: ck®__ T 31

" kI(n-k)! ()

cos no =

k

c2k (- 1)* (cos 0)" 2

0<2k<n

(sin 0) (32)

sinng = )

0<2k+1<n

cak+l (- 1)k (cos e)”‘(z"*l) (sin 9)2k+1 (33)

(34)
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6. Nombres complexes conjugués
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z=X+iy=r(cosO+isin0)=re' (35)
Zdéfx—iy:r(cose—isine)zre‘ie (36)
|Z|=|z|=r| et |agZ=—argz=-10| (37)
Re(Z)=Re(z)=x| et |[Im(Z)=—Im(z)=-y (38)
Z+Z=2x et zz:|z|2=r2 (39)
7. Quotient de deux hombres complexes
- i0 i
z=a+_|b=re. :r(cose+!s!n9) (40)
c+id pe'® p(cosw+isinw)
ac+bd . bc-ad
_ac+bd  ;,bc-ad 41
SPCINE T (1)
a+ib ac+bd bc-ad
= R =————— et | = 42
2= i = Rl m(2)= g (42)
r(cos®+isin®) r .
> (c0s 0 1 Tsin o) p(cos( ®)+isin(0-o0)) (43)
io .
Z:rei :Lel(e—co) (44)
pe” p
. - -i0
z=x+iy=re'® = 1_ 22=e— (45)
z |z| r
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8. Racines d'un nombre complexe
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wh=z=re'"" |, neN (46)
w=pe'® (47)
p="r neN"* (48)
Nw=0+2knt = (x):9+kﬂ , neN" keZ (49)
n n
Exemple 1 :

w=pe'® 5 w’=z=-1=¢T=¢l®® (50)
p=r=1 (51)

T 27
w="41kZE | kez (52)

5 5

Les images des 5 racines (w, , w, , W, , W, , W, ) sont positionnées sur un cercle unitaire,

avec pour arguments :

3n

s 97

I
wl:g | (02:? ) (/03:7[: y (/04:? ! 0\)5:? (53)
W, _T‘
m\\\\
\ W4

\

I\'|ll

Figure 4
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Exemple 2 :
z=3+4i=re'®
= r=|z|=5
o= 5| ml=g, m2=g+n

w=a+ib =

w?=(a+ib)’=z=3+4i
2_p?+2abi=3+4i =
2 _p2_
a’—b"=3 = b=E - a2_i2:3
2ab=4 a a

Posons A=a”> => A>0 et a==%3%A =
A?-3A-4=0
NE 9+16:315:{ A=X car A>0
2 2 A=4=a=+JA =%2

a=2 =>b=1 = | w,=2+I

a=-2=b=-1= |w,=-2—]
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Figure 5

(54)

(55)

(56)

(57)
(58)
(59)

(60)

(61)

(62)

(63)
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9. Fonction d'une variable complexe
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Une fonction de variable complexe est une application f entre 2 plans complexes :

I I
| z W =1f(z2)
(7| Feoosocmmnocassoommrecsosneoances .--"" “‘>‘~\&_\
s
r : L
it AV ‘:W
0 =Y
1 : R | :' R
0 1 X 0 1 U
Figure 6
z=x+iy=re'® = W:f(z)=u+iv:pei‘p (64)

La fonction est analytique dans une zone si elle est continue et dérivable, et pour cela obéir

aux conditions de Cauchy-Riemann :

QU _0V g OU__ OV (65)
oxX oYy oy 0X

Ou:
du_lov o ov__1du (66)
or r 06 or r oo

Une fonction uniforme (non-multiforme), continue et analytique dans une zone est qualifiée

d'’holomorphe.

Une fonction holomorphe dans I'ensemble du plan complexe est qualifiée d'entiere.

La transformation ponctuelle associée a une fonction holomorphe est qualifiée de conforme.
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10. Théoréme de Cauchy et corollaires

plan complexe

4

f(z) holomorphe

0 1

Figure 7 - Théoréme de Cauchy

S[)f(z)dz=0
&

plan complexe

f(z) holomorphe
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plan complexe
_ f(z) holomorphe

Figure 8 — Premier corollaire

q'>f(z)dz:<]5f(z)dz (67)
12 r

Figure 9 — Deuxiéme corollaire

b b
if(z) dz = if(z) dz

Z Z

plan complexe

Figure 10 — Troisiéme corollaire

¢ f(z)dz = kZN:l(JSf(z)dz (68)

©
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11. Intégrales de Cauchy

plan complexe

y4

f(z) holomorphe

a4

Figure 11 — Intégrales de Cauchy autour de a

_ 1 f(z)
f(a)_Zingz—adz (69)

oo 1 f(2)
f(a)_zini(z_a)z dz (70)

(n) . n! f(2)
f ()= i(z—a)”” dz (72)
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12. Séries de Laurent

plan complexe

f(z) holomorphe

f(z):niZi:O cn(z—a)n (72)
Avec :
e 1 f(s)
0o § <73>

Le point singulier a est "essentiel” si le développement de f(z) autour de @ est de la forme :

f(z)=+ e +Co+C,(z—a)++cp(z—a) +-- (74)

(z—a)k (z-a)

Le point a est "régulier" ou "point singulier éliminable" si le développement est de la forme :

f(z):co+cl(z—a)+---+cn(z—a)n+--- (76)
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13. Théoréme des résidus

plan complexe

Figure 13 — Intégrales autour de plusieurs points singuliers

Théoreme :

gS f(z)dz = ZinzN: Rés(a, | (77)
& k=1

Le "résidus" Rés( ak) = c_, : etant le coefficient du développement de Laurent autour d'un
point singulier @ :

f(z)=0;p+~-+L+co+cl(z —a, )+--+cp(z-a, )n+ )

(z_ak)p (z-a,)

Si @ estun pole d'ordre 1 et si f(z)= 9(2) , avec @(z) et y(z) holomorphes en a le

v(2)
résidus est :
, o(d)
Rés(a)=— (79)
(a) V(@)
Si a estun pole d'ordre p :
N L

Rés(a) = ZIi_r)na (p-1idz T

((z-2)"f(2)) (80)

Si a est un point singulier essentiel ou un pdle quelconque, a partir de (78) :

Rés(a)=cC , (81)
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14. Lemmes de Jordan et théoréme du pble simple central

plan complexe

f(z) holomorphe

Figure 14 — Arc centré sur un pole a

Premier lemme de Jordan :

(z-a)f(z)] > 0 = J.f(z)dz - 0

R—>0 R0

I

Deuxieme lemme de Jordan :

Théoréme du pble simple central :

f(z)=

=

(z-a)

+¢(z) / ¢(z) holomorphe en a

lim ¢ f(z)dz=io Rés(a)
R0 -
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(82)

(83)

(84)
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